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1 Einleitung

1.1 Ziel dieser Arbeit

In dieser Seminararbeit beschaftige ich mich mit einem Logikspiel mit dem Na-
men Brainball. Dieses Spiel ist - grob - vergleichbar mit dem bekannten , Ru-
bik's Cube”. Man kann den Brainball in sehr viele Zustande transformieren.
Eine mogliche Aufgabenstellung ist zum Beispiel, in moglichst wenigen Schrit-
ten einen bestimmten Zustand zu erreichen. Seit ich mir im Herbst 1999 einen
Brainball gekauft habe, habe ich mich auf verschiedene Weise informatisch und
mathematisch mit dem Brainball beschaftigt. Ziel dieser Arbeit ist es, die inter-
essantesten Ansatze und Ergebnisse zusammenzufassen und einen Ausblick auf
dabei aufgetretene, noch ungeklarte Fragen zu geben. Dabei werden unter an-
derem graphentheoretische Aspekte und auch die , Kiirzeste-Pfad-Suche” in sehr
groBen Grapen betrachtet.

1.2 Was ist ein Brainball?

Der Brainball besteht aus einen Zahlenkranz mit 13 Spielsteinen und einer
Kugel in der Mitte.

Die Spielsteine auf dem Kranz sind von 1 bis 13
durchnumeriert und besitzen auf jeder Seite eine an-
dere Farbe (aber dieselbe Zahl).

Die Kugel besteht aus drei Segmenten. Die beiden dusse-
ren (blauen) Segmente sind verschieden groB (3 vs. 4) und
sind mechanisch miteinander verbunden. Sie lassen sich
(nur gleichzeitig!) um die Mittelachse (rot) kippen. Im
folgenden verwenden wir die Begriffe kleines, beziehungs-

weise grosses Kippsegment und statisches Segment.
Bei dem Brainball gibt es drei grundlegende Spielziige.

Zum einen kann man den Zahlenkranz verschieben und zum
anderen kann man mit Hilfe der blauen Segmente Teile des
Zahlenkranzes kippen, wodurch sowohl die Position der be-
troffenen Spielsteine als auch deren Farbe auf der ,,Vorder-
seite” gedandert. Ausserdem kann man noch den gesamten
Brainball umdrehen, da eigentlich keine der beiden Seiten
des Brainballs als Vorderseite ausgezeichnet ist. Mit die-
sen grundlegenden Spielziigen gilt es nun, den Brainball
umzuformen.




2 Modellierung

Fiir viele der folgenden Betrachtungen ist es notig, den Brainball durch mathe-
matisch formale Definitionen zu modellieren.

2.1 Grundlegende Definitionen

Sei Ny3 :={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} und T" := {weif}, gelb} (Im Fol-
genden sei —weifl := gelb und —gelb := weif}). Als Zustand eines Brainballs
bezeichnen wir ein Tupel (7,v) mit einer Permutation 7 der Menge Nj3 und
einer Abbildung v : Ny3 — I'. 7 beschreibt, welche Zahl an welcher Stelle des
Zahlenkranzes steht. Dabei bezeichnet 7(1) (=: Basiszahl) den Stein, der in der
Mitte des kleinen Kippsegments liegt, 7(2) bis 7(13) bezeichnen entsprechend
die im Uhrzeigersinn folgenden Steine. (i) beschreibt jeweils die oben liegende
Farbe des Steins mit der Nummer i. Wir notieren einen solchen Zustand in Zu-
kunft als mit der Basiszahl beginnende Permutationsfolge von Zahlen aus N3,
wobei eine Zahl p jeweils genau dann iiberstrichen wird, wenn ~(p) = gelb gilt:
Beispiel:

B := Si3 x I''3 sei nun die Zustandsmenge, also die Menge aller denkbaren
Zustande. Auf B lassen sich nun die Wirkungen der drei grundlegenden Spielziige
als unare Funktionen definieren:

Sei z = (m,7) € B ein beliebiger Zustand.

Zahlenkranz verschieben:
Wir definieren eine Funktion w;, die der Wirkung des Verschiebens des
Zahlenkranzes um eine Position im Uhrzeigersinn entspricht:
wy : B — Bwy(2) := (7',7) mit
(0) w(i—1) furalleie {2,3,4,...,12,13}
m(13) furi=1
v =y
Nun konnen wir durch Hintereinanderausfiihrung auch die Wirkung mehr-
schrittiger Drehungen definieren:

Vi € Zys w; B — B, w;(2) := (w1(2))"
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Da insbesondere z = (w;(z))"® gilt, erweitern wir die Definition auf alle
ganzen Zahlen:

Vi€eZ: w; B — B,w;(2) == (w1(2))" mit i € Zy3,7 = i(mod 13)

In Zukunft beschranken wir uns — in Anlehnung an die in der Brainball-
Spielanleitung verwendete Notation — nur die ganzen Zahlen von —6 bis
6 als Schiebeindex. Die inverse Funktion w; "' zu einer Funktion w; ist
gegeben durch w; ' :=w_;, daVi € Z: w_;(w;) = idg gilt.

Kippsegmente kippen:
Die Wirkung des Kippens der beiden blauen Kugelsegmente um 180 Grad
wird beschrieben durch die Funktion w, : B — B, w,(2) := (7',v') mit

(i) = {

Vi) =

7(7) fir alle i € {1} U {3,4,5} U {12,11,10}
(15 — i) sonst

v(r(i))  fir alle i € {3,4,5} U {12, 11,10}
—y(m(i)) sonst

Man sieht leicht, dass z = (w/(z))? gilt (Kippen um 180 Grad). Also ist
w, seine eigene inverse Funktion: w/’1 = w,

Brainball umdrehen:
Die Wirkung des Umdrehens des gesamten Brainballs (180 Grad) definieren
wir entsprechend als wp : B — B, wp(2) := (7,7) mit

(i) = {Zzl) | fiiri =1
V(7)) = —y(n(i))

Auch hier gilt z = (wp(z))?. Soist auch wp seine eigene inverse Funktion:
w;,l = Wp

Wenn man versucht, den Brainball in eine bestimmte Form zu bringen (zum Bei-
spiel alle weissen Steine auf eine Seite, siehe die Logik-Aufgaben weiter hinten), so
zeigt sich schnell, dass es sinnvoll ist, iiber die einzelnen durchgefiihrten Schritte
Buch zu fiihren. Dazu konnen wir direkt die gerade eingefiihrten mathematischen
Formalismen nutzen. Zur Abkiirzung schreiben wir Zugfolgen im Folgenden als
Woérter iiber dem Alphabeth R := {/, D, —6,—5, —4,—3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5,6}.
Die Zugfolgen, beziehungsweise Worter nennen wir Rochaden. Die Wirkung
w(r) : B — B eines Zeichens aus R, also eines einstelligen Wortes € R sei



nun w(r) := w, (Wir erweitern nun auch den Begriff der inversen Wirkungs-
funktionen auf den des inversen einstelligen Wortes). Die Wirkung mehrstelliger
Worter sei nun rekursiv durch Konkatenation definiert:

w(sr) :=w,(w(s)) fiir alle r € R,s € RY

Mit w(A) := idp ist die Wirkung nun auf ganz R* definiert. Entsprechend ist
zu einer gegebenen Rochade r die inverse Rochade dadurch definiert, dass man
die Rochade r in umgekehrter Reihenfolge notiert und dabei jedes Zeichen durch
seinen inversen Gegenpart ersetzt. Es gilt dann w(r~'r) = idg.

2.2 Rochaden

Mit Hilfe der Rochaden ist es uns nun moglich, langere Zugfolgen eindeutig zu
notieren. Dabei haben wir die Wirkung und die Notation der Rochaden gerade so
gewahlt, dass sie dem in der Brainball-Anleitung umgangsprachlich eingefiihrten
Begriff der Rochade entsprechen. Dort findet man auch die Unterscheidung in
Farbrochaden und Zahlenrochaden. Demnach zeichnen sich Farbrochaden da-
durch aus, dass ihre Wirkung nur die Farben von Steinen verdndert, nicht aber
ihre Anordnung. Alle anderen Rochaden werden in der Spielanleitung als Zahlen-
rochaden bezeichnet. Abweichend davon wollen wir hier nur diejenigen Rochaden
als Zahlenrochaden bezeichnen, deren Wirkung die Farben der Steine nicht be-
einflusst. Den Rest nennen wir gemischte Rochaden. Ferner bezeichnen wir eine
Rochade genau dann als in Standardform, wenn maximal ein Umdrehzeichen ,D*
und zwar genau als letztes Zeichen in der Rochade vorkommt und sich ansonsten
immer ein Kippzeichen ,, /" und ein Schiebezeichen abwechseln.

Es folgen ein paar der in der Spielanleitung und auf der Brainball-Homepage ange-
gebenen Rochaden mit ihren Namen und ihrer (graphisch dargestellten) Wirkung
auf einen Brainball mit einfarbigem Zustand:

Venus- Saturn- Odysseus- Kleopatra-  Stelldinger-
Rochade Rochade Rochade Rochade Rochade
(Farbe) (gemischt) (gemischt)

/-2/-2/-5/-5  /-1/-1/-5/-1
/2/-2/2 /3/6/-5/5D /-4/-6/6/ 1/-1/-4




3 Die Aufgabenstellungen

Der Hersteller des Brainballs hat sich verschiedene Spielvarianten ausgedacht,
um dem Brainball-Spieler die Moglichkeit zu geben, den Schwierigkeitsgrad — je
nach eigener Erfahrung — Stufe um Stufe steigern zu konnen.

3.1 Logikspiel

Das Logikspiel selbst ist in 12 Schwierigkeitsstufen unterteilt. Die jeweiligen Ziele
sind:

Stufe 1: Bringen Sie alle weissen Spielsteine auf eine Seite.

Stufe 2: Bringen Sie alle dunklen Spielsteine auf eine Seite, so dass auf dieser
Seite die Zahlen 1 - 2 im Uhrzeigersinn aufsteigend aufeinanderfolgen.

Stufe 11: Bringen Sie alle weissen Spielsteine auf eine Seite, so dass auf dieser
Seite die Zahlen 1 - 11 im Uhrzeigersinn aufsteigend aufeinanderfolgen.

Stufe 12: Bringen Sie alle dunklen Spielsteine auf eine Seite, so dass auf dieser
Seite alle 13 Zahlen im Uhrzeigersinn aufsteigend sortiert sind.

Das Logikspiel ist gut als Einstiegsaufgabe geeignet. Anfangs hat man sehr groBe
Schwierigkeiten, liberhaupt Stufe 1 zu erreichen. Mit der Zeit entdeckt man spe-
zielle Rochaden, mit denen man bestimmte Teilaufgaben, wie zum Beispiel das
Sortieren von Zahlen, I6sen kann. Mit den richtigen Rochaden kann man schlies-
slich relativ leicht alle 12 Stufen meistern.

Wie man dabei vorgehen kann, wird im nachsten Kapitel erlautert, wenn es
darum geht, zu beweisen, dass alle denkbaren Zustande von einem beliebigen
Startzustand aus erreichbar sind.

3.2 Strategiespiel

Das Ziel des Strategiespiels ist, durch geschickte Kombination von bestimm-
ten Rochaden den Brainball von einem vorgegebenen Ausgangszustand in einen
ebenso vorgegebenen Endzustand zu iiberfiihren. Beispielsweise konnte die Auf-
gabenstellung lauten:



Uberfiihren Sie den Brainball vom Zustand (5,6,7,8,9,10,11,12, 13,
1,2,3,4) in den Zustand (5,6,7,8,11,9,13,10,12,1,2,3,4). Be-
nutzen Sie dabei 2 mal die Kleopatra-Rochade und 1 mal die Venus-
Rochade. Eine weitere Verwendung des grundlegenden Spielzuges
»Kippen" ist nicht erlaubt.

Eine Strategiespiel-Aufgabe ist gut geeignet, um die effektive und vorrauspla-
nende Verwendung von Rochaden zu iiben. Wir werden diese Aufgabe an dieser
Stelle jedoch nicht eingehender betrachten, da sie aus Sicht der Informatik keine
Herausforderung darstellt. Schliesslich muss man nur eine sehr geringe Zahl an
Méglichkeiten iiberpriifen (Beim obigen Beispiel 3 - 13% = 6591), welches durch
eine informatische Simulation innerhalb eines Bruchteils einer Sekunde geldst
werden kann. Interessant wird eine solche Aufgabe erst, wenn die Zahl der zu
kombinierenden Rochaden deutlich grosser ist. Dann ware eine Simulation durch
simples Ausprobieren aller Losungen zeitlich nicht mehr vertretbar und es stellt
sich unter anderem die Frage, ob man — abhangig von der Art der erlaubten Ro-
chaden — intelligentere Simulationsalgorithmen entwickeln kann, die zielgerichtet
arbeiten. In dieser Arbeit wollen wir auf diese Frage allerdings nicht eingehen.

3.3 Wettkampfspiel

Wie bei dem Strategiespiel geht es bei dem Wettkampfspiel darum, von einem
vorgegebenen Ausgangszustand in einen vorgegebenen Zielzustand zu gelangen.
Diesmal gilt es im Spiel gegen die Zeit oder gegen andere Mitspieler die Ziel-
stellung so schnell wie moglich zu erreichen. Dabei ist den Spielern vollkommen
freigestellt, welche Spielziige sie verwenden.

Diese Spielvariante ist besonders fiir Spieler geeignet, die eine hinreichende Men-
ge von Rochaden beherrschen. Wir wollen diese Aufgabe hier nicht weiter be-
handeln, da es sich um eine reine Wettkampfaufgabe zwischen realen Spielern
handelt.

3.4 Grofle Strategie-Aufgabe

Bringen Sie den Brainball mit moglichst wenigen ,, Kipp“-Ziigen von
dem Zustand (5,6,7,8,9,10,11,12,13,1,2,3,4) in den Zustand

Definiert man die Lange [ einer Rochade r als Anzahl des Auftretens des Spiel-
zuges ,,/" in der Rochade, also I(r) := #{i | r[i] = /}, dann lautet die
obige Aufgabe, zu einer gegebenen Wirkung eine Rochade minimaler Lange zu



ermitteln. Damit handelt es sich um ein Optimierungsproblem, welches wir in
einem spateren Kapitel noch sehr ausfiihrlich behandeln werden. Wir wollen das
Ergebnis der hier vorgegebenen Probleminstanz bereits vorweg nehmen: Es gibt
genau 14 verschiedene Rochaden der Lange 13, die die gewiinschte Wirkung ha-
ben. AuBerdem existiert keine kiirzere Rochade mit dieser Losung. Die optimalen
Rochaden sind:

-6/-1/2/-2/-1/-1/2/4/-5/-4/4/-6/-5/2D
-6/-1/2/-2/-1/-1/5/-4/-2/-4/-6/6/5/2D
-6/4/2/-1/-3/-4/4/2/-5/-2/-1/-4/1/1D
-6/4/2/2/3/-1/4/2/-5/-2/-1/-4/1/1D
2/-4/-2/-2/-3/1/-4/-2/5/2/1/4/-1/1D
2/-4/-2/1/3/4/-4/-2/5/2/1/4/-1/1D
2/1/-2/2/1/1/-2/-4/5/4/-4/6/5/D
2/1/-2/2/1/1/-5/4/2/4/6/-6/-5/D
3/-3/-5/-1/5/1/2/-5/-4/-2/1/4/4/2D
3/-3/2/1/-5/-1/-2/5/4/2/-1/-4/-4/D
4/1/4/2/-1/-2/-1/5/2/6/-1/5/-5/1D
5/-1/-4/-2/1/2/1/-5/-2/-6/1/-5/5/1D
6/3/-2/-1/5/1/2/-5/-4/-2/1/4/4/2D
6/3/5/1/-5/-1/-2/5/4/2/-1/-4/-4/D



4 Kombinatorik

4.1 Wie viele Zustinde gibt es?

Es gibt 13! = 6.227.020.800 unterscheidbare Permutationen iiber Ny3. Ausser-
dem gibt es 2'3 = 8.192 unterscheidbare Abbildungen ~ von N3 in I'. Also gibt
es insgesamt 13! - 213 = 51.011.754.393.600 unterscheidbare Zustinde.

Um nicht mit dieser sehr groBen Zustandsmenge arbeiten zu miissen, nennen
wir zwei Zustande dquivalent, wenn sie ohne , Kipp“-Ziige ineinander iiberfiihr-
bar sind, also wenn sich zwei Brainballe, die sich in diesen Zustidnden befin-
den, hochstens in der Drehposition der Brainballkugeln und in der betrachteten
Zahlenkranzseite unterscheiden (Weiterhin nennen wir zwei Aquivalenzklassen
By, B, genau dann benachbart, wenn (3by € By : w;(by) € By) A (Jby €
By : w/(bs) € By) gilt, oder — was in diesem Fall dasselbe bedeutet — wenn
zwei Zustinde by € Bi,by € B, existieren mit w,(b1) = by). Hat man nun
eine Rochade gefunden, die zum Beispiel einen zum Startzustand der grossen
Strategieaufgabe dquivalenten Zustand in einen zum Endzustand dquivalenten
Zustand iiberfiihrt, so ist tatsdchliche Losung trivial ermittelbar. Betrachtet
man nur beziiglich dieser Aquivalenz unterscheidbare Zustinde, so bleiben im-
mernoch 12! - 212 = 1.961.990.553.600 Méglichkeiten. Insbesondere betriagt die
Wabhrscheinlichkeit ——--1——=——, dass ein zufillig gewahlter Zustand der Lésung

: 1.961.990.553.600
der 12. Logikaufgabe entspricht.

Entsprechend kann man zum Beispiel fragen, wie viele beziiglich der 1. Logik-
stufe unterscheidbare Zustandsklassen es gibt, also, wie viele Situationen man
unterscheiden muB, wenn es darum geht, alle gleichfarbigen Spielsteine auf eine
Brainballseite zu bringen. Wieder beschranken wir uns darauf, nur eine Brainball-
seite zu betrachten. Es bietet sich diejenige an, auf der mehr weiBe Spielsteine
sind: Es gibt nur eine Zustandsklasse mit 13 weiBen Steinen. Die Anzahl der
Zustandsklassen mit n = 12, 11, ..., 7 weiBen Steinen (6, ..., 1 miissen nicht
beachtet werden, da diese die Riickseiten der anderen sind) ergibt sich aus der
()

Formel ~z=. Das ergibt folgende Tabelle:

Anzahl an weiBen Steinen | 13 {12 (11 | 10| 9 | 8 | 7 >
Anzahl an Zustandsklassen || 1 1 6 |22 55199 | 132 || 316

Es gibt also insgesamt 316 zu unterscheidene Situationen bei der Losung der 1.
Logikstufe. Dabei wurde noch nicht beachtet, dass viele Zustandsklassen Spie-
gelsymmetrien untereinander aufweisen, so dass ein geiibter Spieler sich noch
weniger merken muss (ndmlich 190 Situationen), um aus jedem Startzustand in



einen Zielzustand zu gelangen, bei dem jede Brainballseite nur eine Farbe auf-

weist.

Fiir die 2. Logikstufe gilt:

weiBe Steine

13

12 | 11

10 9 8

7

2.

Zustandsklassen

12

156 | 936

3.432 | 8.580 | 15.444

20.592

49.152

Entsprechend kann man die Zahl der unterscheidbaren Situationen fiir jede Lo-
gikstufe berechnen und kommt zu folgendem Ergebnis:

Logikstufe

Anzahl an
Zustandsklassen

coO~NOO1L P~ WN

—_ e
N = O O

316

49.152

540.672
5.406.720
48.660.480
389.283.840
2.724.986.880
16.349.921.280
81.749.606.400
326.998.425.600
980.995.276.800
1.961.990.553.600
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4.2 FErreichbarkeit

Bei den Berechnungen im letzten Abschnitt wurde stillschweigend vorrausgesetzt,
dass alle theoretisch denkbaren Zustande von jedem beliebigen Startzustand aus
erreichbar sind. Den Beweis hierfiir holen wir nun nach. Dazu zeigen wir, wie man
einen beliebigen Zustand in den Zustand by = (1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
iberfiihren kann. Da jede Rochade invertierbar ist, konnen wir so jeden Zustand
liber by in jeden anderen Zustand iiberfiihren.

Um zu zeigen, wie wir von jedem Zustand aus zu by gelangen, gehen wir in zwei
Schritten vor:

1. Farben sortieren

Dies entspricht der Aufgabenstellung der 1. Logikstufe. Zuerst iiberpriifen
wir, ob auf der betrachteten Brainballseite eine gerade Zahl an gelben Stei-
nen ist. Wenn nicht, dann drehen wir ihn mittels ,,D" um. Nun gehen wir
folgendermaBen vor: Solange noch gelbe Steine auf der betrachteten Seite
vorkommen, schieben wir den Zahlenkranz im Uhrzeigersinn soweit, dass
der nachsten gelbe Stein in der Mitte des kleinen Kippsegments liegt und
fiilhren die Venus-Rochade durch. Wenn man den Zahlenkranz auf diese
Weise um insgesamt 11 Schritte verschoben hat, sind nur noch zwei Fille
moglich: Entweder es sind keine gelben Steine mehr auf der betrachteten
Seite, oder es sind genau zwei direkt nebeneinander. Bei dem letzterem
Fall zeigt sich nun, dass das obige Verfahren — wenn man es an der Po-
sition des zweiten gelben Steines wieder ansetzt — nach 7 Schritten zum
Ziel fiihrt. Insgesamt terminiert der Algorithmus also nach maximal 18
Schritten. Da die Venus-Rochade 6 , Kipp“-Ziige bendtigt, brauchen wir
also eine Rochade mit einer maximalen Lange von 108 mal Kippen, um die
Farben zu sortieren.

2. Zahlen sortieren
Um die Zahlen zu sortieren, ohne die gerade hergestellte Ordnung der Far-
ben zu zerstoren, verwenden wir ausschliesslich Zahlenrochaden. Damit ist
bei einem Zustand (7, ) nur die Zahlenpermutation 7 von Interesse. Wir
werden gleich einen Algorithmus konstruieren, der einen solchen Zustand
mit gerader Permutation in den Zielzustand bg tiberfiihrt. Wenn wir also
einen Zustand mit ungerader Permutation haben, so miissen wir auf ihn
zuerst eine Zahlenrochade, deren Wirkung selbst eine ungerade Permuta-
tion beschreibt, anwenden (Zur Erinnerung: Wendet man zwei Rochaden
hintereinander an, so ergibt sich das Vorzeichen der dadurch entstehenden
Rochade als Produkt der beiden Vorzeichen). Eine Rochade mit ungerader
Permutation ist zum Beispiel ,,/5/5/D", wie sich leicht tberpriifen lasst.
Um einen Zustand von den nun garantierbaren Eigenschaften (alle weiBen
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Steine auf einer Seite in gerader Permutation) zu by zu gelangen, benéti-
gen wir nur noch die Stelldinger-Rochade (Diese ist eine Zahlenrochade
mit gerader Permutationswirkung). Dabei gehen wir wie folgt vor: Solan-
ge es noch drei benachbarte Steine gibt, die nicht beziiglich ihrer Grosse
geordnet sind und von denen kein Stein die Zahl 13 tragt, vertausche ihre
Reihenfolge durch

e Verschieben des Zahlenkranzes, so dass der Stein rechts neben dieser
Dreiergruppe am mittleren Feld des kleinen Kippsegments liegt, und

e Ausfiihren der Stelldinger-Rochade.

Wenn der Algorithmus terminiert, dann im gewiinschten Zustand by. Dass
der Algorithmus bei einem Eingabezustand mit gerader Permutation ter-
miniert lasst sich leicht zeigen. Allerdings konnte man noch untersuchen,
nach welchem Verfahren eine von evtl. mehreren vorhandenen unsortier-
ten Dreiergruppen ausgewahlt werden sollte, damit der Algorithmus eine
kleinstmogliche Worst-Case-Schrittzahl benétigt. Da es sich um ein spezi-
elles Sortierproblem handelt, stellt sich die Frage, ob die untere Schranke
O(n -logn) (bei n zu sortierenden Steinen) erreichbar ist.

Es lassen sich auch mit Hilfe von anderen Rochaden Beweise aufstellen,
dass alle Zustande erreichbar sind — insbesondere lassen sich so Algorithmen
aufstellen, die dies in weniger Schritten schaffen. Hier wurde mit Absicht
eine Variante gewahlt, die durch die ausschliessliche Verwendung von nur
einer Zahlenrochade und einer Farbrochade — also ohne die Verwendung
von gemischten Rochaden — eine gewisse Eleganz aufweist.
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5 Berechnen von Rochaden

Wir haben schon verschiedene Rochaden kennengelernt. Doch tatsdchlich gibt
es unendlich viele. Allerdings kann man beziiglich ihrer Wirkung nur so viele
Rochaden unterscheiden, wie es unterscheidbare Zustande gibt. Besonders inter-
essant, weil niitzlich, sind Farb- und Zahlenrochaden. Fiir viele Aufgaben ist es
von Vorteil, viele solche Rochaden zu kennen. Um solche Rochaden zu suchen
bietet sich die Zuhilfenahme eines Computers an. Auf welche Weise eine solche
Suche ablauft, kann man dem folgenden Kapitel entnehmen. Hier wollen wir
Ergebnisse der Suche nach interessanten Rochaden vorstellen.

5.1 Farbrochaden

Beziiglich ihrer Wirkung lassen sich nur so viele Farbrochaden unterscheiden,
wie es Farbbelegungen eines Brainballs mit gleichbleibender Zahlenanordnung
gibt. Also gibt es nur 23 = 8192 in Wirkung unterscheidbare Farbrochadenklas-
sen. Ein Brainballspieler braucht aber nur 2 - 316 (wegen der zwei Seiten; siehe
Kombinatorik-Kapitel) Farbrochaden zu unterscheiden, um jede Farbpermutati-
on durch Anwenden von nur einer Rochade (und davor, bzw. danach evtl. noch
grundlegenden Ziigen der Art ,,Zahlenkranz verschieben") erreichen zu kdnnen.

Wenn man Spiegelsymmetrien ausnutzt (Der Spieler miisste einfach die ent-
sprechende Rochade in umgekehrter Reihenfolge abarbeiten), so bleiben noch
2 - 190 = 380 Farbrochadenklassen. Sucht man entsprechende Rochaden syste-
matisch, so ergibt sich, dass es keine Farbrochaden r mit einer Lange [(r) < 6
gibt und nur 14 dieser Farbrochadenklassen durch Rochaden der Lange I(r) < 8
reprasentiert werden konnen. Zu Vieren sind Reprasentanten in der Brainball-
Spielanleitung angegeben. Zu den restlichen 10 stehen hier die kiirzesten. Die
Wirkung bezieht sich immer auf den Zustand by = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13):

Venus: /-2/2/-2/2/-2/2: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)*

Jupiter: /-5/5/2/5/-5/-2 : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)*

Mars: /2/6/5/2/5/6/2/-2: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)*
Saturn: /-2/-2/-5/-5/3/6/-5/5D : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
/5/-3/5/5/-3/5D : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
/4/2/-2/2/-2/2/-6/ : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
/1/2/-2/2/-2/2/-3/ : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13)
/5/2/2/5/-5/3/-3/5D : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
/5/-5/-2/-2/-5/5/-3/-3: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)

/5/6/2/-2/2/6/5/2 : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)*
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/5/2/5/6/2/-2/2/6 : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
/5/-5/6/-2/-5/5/-6/2 : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
/5/-5/-2/6/-5/5/2/-6 - (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
/6/-6/6/-6/6/-6/6/-6 : (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)*

Auffallend ist, dass es keine Farbrochaden ungerader Lange zu geben scheint.
Dass und warum dies so ist, werden wir spater begriinden. Ebenso werden wir
sehen, warum genau diejenigen Rochaden, bei denen sich die Farbe einer unge-
raden Zahl an Steinen andert, den Spielzug ,, D" bendtigen. Auch auffallend ist,
dass es zu einer Farbrochadenklasse mit symmetrischer Wirkung oft reprasentie-
rende Rochaden zu geben scheint, die Palindrome darstellen. Dies ist zumindest
bei den mit einem * markierten Rochaden der Fall. Ob dies immer gilt, bezie-
hungsweise wann dies gilt, wird allerdings in dieser Arbeit nicht untersucht.

5.2 Zahlenrochaden

Es gibt weitaus mehr Zahlenrochaden als Farbrochaden. Wenn man anfangt,
sich Zahlenrochaden berechnen zu lassen, so stellt man fest, dass es allein iiber
63.000 in ihrer Wirkung unterscheidbare Zahlenrochaden r der Lange (1) < 8
gibt. Eine davon ist die bereits vorgestellte Stelldinger-Rochade. In der Brainball-
Spielanleitung steht nicht eine Zahlenrochade — dies ist um so verwunderlicher,
wenn man bedenkt, wie viele es gibt. Hier wollen wir nur die kiirzesten nennen
(Wieder mit exemplarischer Wirkung auf by):

/5/5/D: (1,5,3,4,2,6,7,11,12,10,8,9,13)
/5/-3/5/: (1,5,6,7,2,3,4,11,12,13,8,9, 10)
/4/-3/4/-3: (1,2,3,4,5,12,7,8,9,10,11,13,6)
/1/3/1/-3: (1,2,3,4,7,12,13,8,9,10, 11,5, 6)

5.3 Kiirzungsregeln

Ein interessanter Ansatz, um moglichst kurze Rochaden einer gegebenen Wir-
kung zu ermitteln ist, zu versuchen, eine gegebene Rochade dieser Wirkung zu
einer kiirzeren umzuformen. Dabei geht man so vor, dass man bei der Rochade
Teilrochaden (Teilworte) sucht, zu denen man beziiglich der Wirkung dquivalen-
te, aber kiirzere Rochaden kennt. Ersetzt man damit den entsprechenden Teil
der Ausgangsrochade, so ergibt sich eine kiirzere mit derselben Wirkung.

Da die betrachtete Teilrochade auch die ganze Rochade sein kann, fiihrt das

Verfahren prinzipiell unmoglich in eine Sackgasse, es fiihrt also stets zu einer
Rochade optimaler Lange. Allerdings ist der Aufwand dafiir im Worst-Case
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deutlich groBer als bei einer direkten Suche der optimalen Lésung (wie sie im
nachsten Kapitel beschrieben wird), da dies hier als Teilaufgabe (die Suche einer
zur groBten Teilrochade dquivalenten Rochade) auftritt. AuBerdem kann ein En-
de des Algorithmusses nicht erkannt werden, ohne alle Rochaden auf Aquivalenz
zu uberpriifen, die maximal die gleiche Lange besitzen. Beschrankt man sich
darauf, nur Teilrochaden bis zu einer bestimmten Lange k zu untersuchen, so
ist der Algorithmus zwar bedeutend schneller, aber eine gefundene Losung nicht
unbedingt optimal, da es diesmal nicht ausgeschlossen ist, in ,,Sackgassen" zu
landen. Solche k-optimalen Lésungen sind es vielleicht wert, genauer untersucht
zu werden.

Uberraschenderweise wird hier eine Klasse von Rochaden besonders interessant,
die sonst eher sehr unbedeutend wirkt: Die Rochaden mit der ldentitat als
Wirkung, also diejenigen Rochaden, die einen Zustand wieder in sich selbst
iiberfiihren (im Folgenden als identische Rochaden bezeichnet), haben namlich
die Eigenschaft, dass man aus ihnen (durch Zerlegung in zwei Teile) alle Paare
von aquivalenten Rochaden ermitteln kann, denn es gilt:

wu) =wlhv™) < ww)=idg < wk)=wl")

Zwar bringt dies keinen wirklichen Vorteil bei der Berechnung von kiirzeren Ro-
chaden, da identische Rochaden genau so aufwendig zu ermitteln sind, aber
mit der Kenntnis von zwei dquivalenten Rochaden kennt man nun gleich eine
ganze Menge von dquivalenten Rochadenpaaren, da sich die daraus gewonnene
identische Rochade auf viele verschiedene Weisen in zwei Teilrochaden u und v
aufteilen lasst.

Im Ubrigen ist es nicht nétig, dass man eine Teilrochade durch eine kiirzere er-
setzt; auch gleich lange Rochaden kdnnen sinnvoll sein, wie das folgende Beispiel
darlegt. Eine sehr kurze identische Rochade ist /3/3/3/3. Daraus folgen unter
anderem die Aquivalenzen 3/3/3 ~ /-3/ und -3/-3/-3 ~ /3/. Man beachte,
dass diese beiden Paare von Rochaden alle von derselben Lange drei sind. Will
man nun zum Beispiel die Rochade /3/3/6/3/ kiirzen, so kann man zum Bei-
spiel das erste Auftreten von /3/ durch -3/-3/-3 ersetzen. Das Ergebnis ist
-3/-3/-33/6/3/. Nun kann man die Folge -3 3 weglassen, da die beiden Zeichen
invers zueinander sind. Ebenso kann man aus der iibrig bleibenden Rochade
-3/-3//6/3/ die aufeinander folgenden Kippzeichen entfernen. Man erhilt die
Rochade -3/-36/3/. Jetzt kann man nach Definition der Definition der Schie-
bezeichen -3 6 durch 3 ersetzen, was -3/3/3/ ergibt. Entsprechend fortgesetzt
ergibt sich schliesslich die Rochade -6/-3, welche um 4 Kippzeichen kiirzer ist,
als die Ausgangsrochade.
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Damit haben wir eine sehr oft verwendbare Teilrochaden-Ersetzungsregel ent-
deckt, die in vielen Fillen auch zu kiirzeren Rochaden fiihrt. Man kann sie (fiir
Rochaden in Standardform) folgendermaBen formulieren:

Wenn in einer Rochade irgendwo 3 (oder -3) steht, kann man diese
durch -3 (bzw. 3) ersetzen, solange man von beiden ,,Nachbarzahlen*
3 abzieht (bzw addiert). Trat eine 3 (bzw. -3) als Nachbar auf, so
heben sich zwei Kippungen auf. Die entstehende Rochade besitzt
dieselbe Wirkung wie die Ausgangsrochade.

Beispiel:
1/3/-3/-3/4 ~-2/-3/-6/-3/4 ~-2/-3/-3/3/-6

~-2/-3/-6/-3/-3 ~1/3/-3/-3/-3 ~ 1/6 /-6

Diese einzelne Regel zeigt eindrucksvoll, wie machtig ein Algorithmus zum Kiirzen
von Rochaden sein kann, selbst wenn sich dieser auf das Finden von k-optimalen
Losungen mit einem relativ kleinen k£ € N (zum Beispiel k = 6) beschrankt. Dies
ist vor allem deshalb bereits sehr effektiv, weil die Wahrscheinlichkeit, sehr kurze
Kiirzungsregeln (wie die oben genannte) anwenden zu kdnnen, ungleich groBer
ist, als die fiir langere Regeln.
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6 Die grofle Strategie-Aufgabe

Die Aufgabenstellung der groBen Strategieaufgabe wurde bereits genannt. In
diesem Kapitel wollen wir verschiedene Verfahren zur Suche einer optimalen
Losung diskutieren. Dabei betrachten wir hier mehrere Varianten der Suche
eines kiirzesten Pfades zwischen zwei Ecken in einem ungerichteten, ungewich-
teten Graphen. Der zu durchsuchende Graph G enthilt die Aquivalenzklassen
der Zustandsmenge als Ecken. und die durch die , benachbart”-Relation de-
finierten Kanten: G = (V,E) mit V = {B | 30 € B : B = [b|~} und
E ={(By, By) | Bj ist benachbart zu Bs}.

Der Graph hat 1.961.990.553.600 Ecken des Grades 13. Die GroBe des Graphen
macht eine besonders sorgfiltige Wahl des Suchverfahrens nétig, da die Unter-
schiede in den Laufzeiten und im bendtigten Speicherplatz zum Teil gravierend
sind. Alle hier diskutierten Suchverfahren arbeiten nach dem selben Prinzip:
Die Menge der Ecken wird aufgeteilt in bereits untersuchte, bereits entdeck-
te (aber noch nicht untersuchte) und noch nicht entdeckte Ecken. Waihrend
der Suche wird standig eine bereits entdeckter Ecke ausgewahlt und ihre Nach-
barecken ermittelt (die Ecke wurde somit untersucht). Diese werden dann als
entdeckt klassifiziert. Ist eine dieser Ecken eine Zielecke, so stoppt der Algo-
rithmus mit der Ausgabe des Losungspfades (dieser muB stiandig mitgespeichert
werden). Die folgenden Varianten unterscheiden sich unter anderem in der Defi-
nition der Starteckenmenge (die Ecken, die am Anfang als entdeckt klassifiziert
werden) und der Zieleckenmenge, sowie in der Wahl des Verfahrens zur Auswabhl
einer entdeckten Ecke.

Wenn im Folgenden Laufzeiten von Programmen genannt werden, so beziehen
sie sich auf die Ausfiihrung von in C++ geschriebenen und mit , Borland C++
5.0 for Windows" kompilierten Code auf einem Intel Pentium Il mit einer Takt-
frequenz von 400 MHz mit 192 MByte PC100-RAM Arbeitsspeicher.

6.1 Breitensuche / Dijkstras Algorithmus

Die Breitensuche lauft in Schritten ab: In einem Schritt werden alle bisher ent-
deckten (aber noch nicht untersuchten) Ecken untersucht, bevor (im nachsten
Schritt) die nun neu entdeckten Ecken untersucht werden (Da wir es mit einem
ungewichteten Graphen zu tun haben, entspricht dies genau dem , dquidistante
Welle"-Suchalgorithmus von Dijkstra). Dabei enthalten Startecken- und Ziel-
eckenmenge jeweils nur ein Element (die beiden Ecken, zwischen denen wir einen
moglichst kurzen Pfad suchen). Breitensuche hat den groBen Vorteil, dass ei-
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ne gefundene Losung immer optimal ist und der Algorithmus garantiert nach
endlicher Zeit terminiert (schlieBlich ist jede der endlich vielen Ecken mit endlich
vielen Schritten erreichbar). Allerdings braucht dieser Algorithmus sehr viel Spei-
cherplatz (exponentiell von der Schritttiefe abhangig), da die gesamte Menge der
am Anfang eines jeweiligen Schrittes erreichten, noch nicht untersuchten Ecken
gespeichert werden muss. Man beachte, dass zu jeder zu speichernden Ecke auch
der Pfad (eine Rochade), durch den diese Ecke erreicht wurde, mitgespeichert
werden muB. Die folgende Tabelle zeigt, wie viele Ecken in jedem der ersten 7
Schritte bereits entdeckt oder schon untersucht wurden, beziehungsweise wieviele
gerade neu hinzukommen sind:

Rochadenlange | entdeckt/untersucht neu entdeckt | Wachstumsfaktor
i Def. f(i) | f() = fi—1) | f@)/fii—1)
0 1
1 14 13 14,000
2 157 143 11,214
3 1.704 1.547 10,854
4 18.344 16.640 10,765
5 195.131 176.787 10,637
6 2.045.511 1.850.380 10,483
n 1.961.990.553.600 >0 > 1
n+1 1.961.990.553.600 0 1

Dafiir wurde fiir jede Schritttiefe n eine Liste aller mit bis zu n Schritten erreich-
baren Ecken in einer Datei gespeichert und in dieser anschliessend alle Mehr-
fachnennungen geldscht (dazu wurde die Datei sortiert). Allein bei dem letzten
berechneten Schritt (Lange 6) war die unsortierte Datei 37MB groB. Die Datei
zu sortieren und die Anzahl der unterschiedlichen Eintrage zu ermitteln brauchte
tiber 17 Minuten. Hatte man noch eine weitere Zeile ausrechnen wollen, so ware
die dafiir notige Datei fast 0,5GB groB und man briuchte iiber 4 Stunden (bei
einem Sortieralgorithmus mit Komplexitdt O(nlogn)). Noch ein weiterer Schritt
wiirde zu tiber 6GB und iiber 2 Tagen Rechenzeit fiihren, usw. . Ab einem ge-
wissen 1 _hat man schliesslich alle Ecken erreicht und es kommen in den weiteren
Schritten keine neuen hinzu. Diese Grenze (von der wir noch nicht wissen, wo
genau sie liegt) ist insofern von Bedeutung, dass sie die maximal nétige Suchtiefe
fiir jeden Suchalgorithmus angibt.

6.2 Tiefensuche

Bei der Tiefensuche wird zu einer zu untersuchenden Ecke nur ein Nachfolger
ermittelt und sofort dieser nach demselben Verfahren rekursiv untersucht. Erst,
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wenn bei diesem samtliche Nachfolger untersucht worden sind, wird der nachste
Nachfolger der urspriinglichen Ecke betrachtet. Das hat den Vorteil, dass man
mit sehr wenig Speicher auskommt (linear abhéngig von der Schritttiefe). Al-
lerdings ist dieser Algorithmus nicht ohne weiteres auf unseren Suchgraphen an-
wendbar, da er leicht in einen Zyklus gelangt und somit unendlich lange lauft.
Selbst wenn man Zyklen vermeidet, so eignet sich die Tiefensuche kaum fiir unse-
re Zwecke, da eine gefundene Losung in der Regel nicht optimal ist. Es kann sogar
sein, dass der Pfad der ersten gefundenen Losung nahezu alle 1.961.990.553.600
Ecken durchlauft.

6.3 Iterativ begrenzte Tiefensuche (Iterative Deepe-
ning)

Wir konnen das Prinzip der Tiefensuche erheblich verbessern, indem wir eine
maximale Schritttiefe einfiihren. So kommt der Algorithmus nach endlicher Zeit
zu einer Losung, wenn es eine Losung mit dieser maximalen Schritttiefe gibt.
Wir wissen bereits, dass diese Grenze so wahlen konnen, dass immer eine Losung
gefunden werden kann — Leider wissen wir dabei nicht, wo genau wir diese Grenze
setzen miissen. Ausserdem haben wir so immer noch nicht gewahrleistet, dass
die gefundene Losung optimal ist. Dies konnen wir aber durch das so genannte
Iterative Deepening erreichen. Wir setzen die maximale Schritttiefe iterativ im-
mer hoher und iiberpriifen jeweils, ob eine Losung existiert. Sobald wir so eine
Losung finden, ist sie optimal und wir brechen das Verfahren ab. Dabei wird
zwar in jedem Schritt unter anderem alles das wieder neu berechnet, was im
vorherigen Schritt bereits vorlag, dafiir kommt dieser Algorithmus aber mit sehr
wenig Speicher aus. Genauere Untersuchungen zeigen, dass der Rechenmehr-
aufwand gegeniiber einer Breitensuche sich in einem sehr vertraglichen Rahmen
halt. Er ist namlich durch den konstanten Faktor (13)* = 1,174 (siehe [6])
gegeben. Also verbindet das Iterative Deepening mit niedrigem Platzaufwand
und Optimalitdtsgarantie die Vorteile von Tiefen- und Breitensuche. Sowohl bei
der Berechnung der letzten Tabelle, als auch bei dem systematischen Berech-
nen von Rochaden wurde lterative Deepening verwendet. Allerdings hatte man
mit diesem Verfahren die 13 optimalen Losungen der groBen Strategieaufgabe
nicht in vertretbarer Zeit ermitteln konnen. In Schritttiefe 7 gilt es zum Beispiel
13 - 12° = 3.234.816 Ecken zu berechnen und zu priifen (dies dauert ca. 33
Sekunden; man beachte, dass hier mehrfach gefundene Ecken auch mehrfach
gepriift werden — dadurch entfillt insbesondere der groBe Aufwand der Zyklener-
kennung). Eine Hochrechnung zeigt, dass fiir Schritttiefe 13 (soviel ist ja nétig,
um die groBe Strategieaufgabe zu l6sen) iiber 35 Jahre bendtigt werden wiirde.
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6.4 A*-Algorithmus

Bei dem A*-Algorithmus wird wie bei der Breitensuche eine zu untersuchende
Ecke ausgewdhlt und deren Folgeecken in der Menge der bereits erreichten Ecken
eingefiigt. Allerdings wird immer genau die Ecke aus dieser Menge als nachstes
untersucht, die den kiirzesten Weg zum Ziel verspricht. Dies wird mittels einer
Heuristik ermittelt, die zu jeder Ecke (durch eine moglichst einfache Rechnung)
eine Abschatzung des Abstandes zum Ziel berechnet. Die geschatzte Weglange
iiber eine Ecke berechnet sich nun durch Addition ihrer (bekannten) Entfernung
zur Startecke und ihrer Heuristik. Damit der Algorithmus korrekt funktioniert
und eine optimale Losung findet, darf die Heuristik nicht iiberschatzen, also
muss die berechnete Entfernung zum Ziel niedriger oder genauso lang sein, wie
die tatsachliche. Liefert die Heuristik fiir jede Ecke 0, so verhalt sich der Algorith-
mus genauso, wie eine Breitensuche. Liefert sie immer den tatsachlichen Abstand
zum Ziel, so verhalt sich der Algorithmus wie ein Greedy-Verfahren und liefert
eine optimale Losung der Lange k nach genau k Schritten. Zweiteres ware ideal,
ersteres zeigt aber, dass der A*-Algorithmus — genauso, wie die Breitensuche —
droht, wegen zu hoher Speicherplatzanforderung fiir unsere Zwecke ungeeignet
zu sein.

Es gilt also, eine moglichst gute Heuristik zu ermitteln. Denkbar ware zum Bei-
spiel die Zahlenverteilung der Zustandsklasse einer Ecke zu vernachlassigen und
beziiglich des dann entstehenden Graphen mit den 316 Farbverteilungsabhangi-
gen Ecken die kiirzeste Losung als Heuristik fiir die kiirzeste Losung im eigentlich
betrachteten Suchgraphen zu nehmen. Auf diese Weise kann man verschiedenste
durch solche Projektionen entstehende Graphen als Heuristik verwenden. Aller-
dings erfiillen nur die Graphen mit kleiner Eckenzahl die wichtige Bedingung, dass
die Berechnung der Heuristik hinreichend einfach sein soll. In diesem Fall kann
man insbesondere den Entfernungsvektor aller Ecken zu der Ecke, die durch Pro-
jektion des Zielzustandes entsteht im vornherein berechnen. Doch derartig kleine
Projektionsgraphen bringen meist nur eine schlechte Heuristik. Insbesondere ist
es dem Autor bisher nicht gelungen, eine effektive Heuristik zu entwickeln, mit der
das Speicherplatzproblem, welches bei dem A*-Algorithmus im Prinzip genauso
gegeben ist, wie bei der Breitensuche, ausreichend gelost wurde. Insbesondere
war es damit bisher erst recht nicht moglich, optimale Suchalgorithmen zu ent-
wickeln, die durch Erkennen und Nichtbeachtung von suboptimalen Pfaden den
Suchbaum effektiv einschranken.

20



6.5 Bidirektionale Suche

Wir konnen jedes der bisher verwendeten Verfahren so verdandern, dass es bi-
direktional arbeitet, also sowohl von der Startecke, also auch von der Zielecke
aus jeweils einen Suchbaum expandiert und stoppt, wenn beide Baume eine ge-
meinsame Ecke erreichen. Auf diese Weise kann man den Zeitaufwand erheblich
reduzieren — allerdings auf Kosten des nétigen Speicherplatzes. Die vom Au-
tor gewahlte Implementation verfahrt folgendermaBen: Zuerst wird die Menge
aller von der Startecke in maximal 7 Schritten erreichbaren Ecken (zusammen
mit den jeweiligen Pfaden) mit Iterative Deepening berechnet und in einer Datei
gespeichert und sortiert (GroBe: ca. 750MB; Zeitaufwand: ca. 6 Stunden).
Anschliessend werden per Iterative Deepening die von der Zielecke erreichbaren
Ecken ermittelt und per ,Binary Search” auf Existenz in der Datei gepriift. Bei
Erfolg kann sofort mit einer garantiert optimalen Losung abgebrochen werden,
oder auch weitere Losungen gesucht werden.

Auf diese Weise wurden die 14 optimalen Losungen der groBen Strategieaufgabe
ermittelt, wobei dafiir 10 Stunden Rechenzeit und 750MB freier Speicherplatz
notig waren.

6.6 Inselbasierte Suche

Die Idee, die zur bidirektionalen Suche fihrte, kann man auch noch erweitern,
indem man nicht nur von Start- und Endecke aus sucht, sondern auch von weite-
ren Zwischenzielen und dadurch mehrere ,, Inseln” zusammenwachsen lasst. Dies
fihrt allerdings nur dann zu einem effektiven und optimalen Ergebnis, wenn man
weiB, dass es eine optimale Losung gibt, die auch tatsachlich die Zwischenziele
durchlauft. Dies ist uns bei unserem Suchgraphen (mit bisherigem Wissen) aber
leider nicht moglich.
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7 Eigenschaften des Suchgraphen

Wir wollen nun den im letzten Kapitel eingefiihrten Suchgraphen G = (V, E)
betrachten. Wie wir wissen, hat er 1.961.990.553.600 Ecken des Grades 13, ist
also 13-regular und besitzt eine sehr geringe Kantendichte. Des weiteren fallt
sofort auf, dass der Graph extrem symmetrisch ist, d.h. er besitzt sehr viele Au-
tomorphismen. Auch l3sst sich leicht zeigen, dass der Radius des Graphen gleich
seinem Durchmesser ist (d.h. der minimale Abstand der zwei am weitesten von-
einander entfernten Ecken ist gleich dem Maximum der minimalen Abstande aller
Ecken zu einer zentralen Ecke), da alle Ecken in G zentral sind. Wir wissen auch
bereits, dass die Taillenweite des Graphen ¢g(G) = 4 ist. AuBerdem handelt es
sich um einen bipartiten Graphen.

Um dies zu beweisen, definieren wir eine neue Normalform fiir Rochaden: Eine
Rochade sei in 1. Normalform, wenn maximal ein Umdrehzeichen ,,D" und zwar
genau als letztes Zeichen in der Rochade vorkommt und sich ansonsten immer
ein Dreh-Kippzeichen ,,\* und ein Schiebezeichen abwechseln. Dabei entspreche
»\" dem Kippen des statischen Kugelelements, also ,\":=,D/" (Im ibrigen
entspricht fiir jede Rochade in 1. Normalform die bisherige Definition der Lange
dieser Rochade der Zahl an enthaltenden \-Zeichen). Damit gibt es zu jeder
Rochade eine dquivalente in 1. Normalform, zum Beispiel sind /1/2/3/4/D und
\-1\2\-3\4\ &dquivalent. Rochaden in 1. Normalform haben ein paar sehr schone
Eigenschaften beziiglich der Permutations- und Verfarbungswirkung:

e Jede Rochade, die in 1. Normalform ist und nicht mit einem ,D" endet
fiihrt einen Zustand mit einer geraden Zahl an gelben Steinen auf der
betrachteten Seite wieder in einen solchen iber.

e Jede Rochade, die in 1. Normalform ist und mit einem ,,D" endet fiihrt
einen Zustand mit einer geraden Zahl an gelben Steinen auf der betrach-
teten Seite in einen mit ungerader Zahl an gelben Steinen iiber.

e Jede Rochade, die in 1. Normalform ist und nicht mit einem , D" endet
fiihrt einen Zustand mit einer geraden Permutation der Zahlen auf dem
Zahlenkranz genau dann wieder in einen Zustand mit gerader Zahlenkranz-
Permutation (iber, wenn ihre Lange gerade ist.

e Jede Rochade, die in 1. Normalform ist und mit einem , D" endet fiihrt
einen Zustand mit einer geraden Permutation der Zahlen auf dem Zah-
lenkranz genau dann wieder in einen Zustand mit gerader Zahlenkranz-
Permutation iiber, wenn ihre Lange nicht gerade ist.
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Diese Eigenschaften folgen direkt daraus, dass das neu eingefiihrte Dreh-Kippzeichen
eine gerade Zahl an Farbanderungen bewirkt und dass es — im Gegensatz zu den
Schiebezeichen — eine ungerade Permutationswirkung hat. Damit lassen sich die
Ecken des Graphen G so in zwei gleich machtige disjunkte Klassen aufteilen,
dass keine Kante in E zwei Ecken derselben Klasse verbindet. Man braucht als
Aufteilungskriterium fiir jede Ecke nur zu entscheiden, ob der Zahlenkranz eines
entsprechenden Zustandes — von der Seite betrachtet, die eine gerade Zahl an
gelben Steinen aufweist — eine gerade oder eine ungerade Permutationsanord-
nung besitzt. Damit ist bewiesen, dass der Graph bipartit ist.

Ausserdem kann man fiir ein Paar von Start- und Zielzustand direkt ablesen,
ob eine Rochade der gewiinschten Wirkung eine gerade oder ungerade Lange
besitzt, bzw. ob sie, wenn sie denn in 1. Normalform ist, mit einem , D" endet,
oder nicht:

e Ist die Zahl der notigen Farbdanderungen gerade, so endet eine passende
Rochade in 1. Normalform nicht mit einem , D".

e Ist die Zahl der nétigen Farbanderungen ungerade, so endet eine passende
Rochade in 1. Normalform mit einem ,,D".

e Ist die gewiinschte Permutationswirkung gerade, so hat eine passende Ro-
chade eine gerade Lange.

e Ist die gewiinschte Permutationswirkung ungerade, so hat eine passende
Rochade eine ungerade Lange.

Auf Rochaden in Standardform iibertragen kann man die ersten beiden Regeln
ersetzen durch:

e Ist die Zahl der notigen Farbanderungen gerade, so endet eine passende Ro-
chade in Standardform genau dann mit einem ,,D“, wenn sie von ungerader
Lange ist.

e |st die Zahl der notigen Farbanderungen ungerade, so endet eine passende
Rochade in Standardform genau dann mit einem ,,D“, wenn sie von gerader
Lange ist.

Damit kénnen wir zum Beispiel direkt nachweisen, dass es keine Zahlenrocha-
den ungerader Lange geben kann. AuBerdem ist nun klar, dass jede Losung der
groBen Strategieaufgabe eine Rochade ungerader Lange sein muB, die — in Stan-
dardform — mit einem ,, D" endet.
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Allerdings ware es sehr interessant, zu wissen, wie viele Schritte man mindestens
braucht, um von einem Zustand jeden anderen Zustand erreichen zu konnen.
Die Frage ist also, wie groB der Durchmesser des Graphen G ist. Die Bedeutung
dieser Zahl haben wir bereits bei der Betrachtung der verschiedenen Suchver-
fahren kennen gelernt. Auf Grund der dort berechneten Tabelle, liegt es nahe,
dass der Durchmesser nicht viel groBer als 13 ist (man setze die Tabelle einfach
mit dem Wachstumsfaktor 10 fort). Kleiner kann er nicht sein, da wir mit der
groBen Strategieaufgabe bereits ein Beispiel kennen, bei dem passende Rochaden
mindestens 13 Schritte lang sein miissen.

Der Autor hat sich lange vergeblich bemiiht, seine urspriingliche Vermutung, der
Durchmesser betrage exakt 13, zu beweisen. Allerdings lasst sich leicht zeigen,
dass es Zustdande gibt, die sich nicht mit Rochaden ineinander iiberfiihren las-
sen, deren Lange weniger als 14 betragt. Dazu betrachten wir die optimalen
Losungsrochaden der groBen Strategieaufgabe etwas genauer. Es fallt auf, dass
alle 14 Rochaden mit ,,/2D", ,,/1D" oder ,,/D"enden. Erweitert man diese Ro-
chaden nun jeweils durch Anhangen der Rochade ,,-3/" so beschreiben alle 14
entstehenden Rochaden wieder dieselbe Wirkung. Diese Wirkung ist nur mit
einer Rochade mit gerader Lange erreichbar. Dies kann aber unmdglich eine
Rochade der Lange 12, oder weniger sein! Denn ware es so, konnte man aus
dieser Rochade durch Anhéngen von ,, /3" eine optimale Rochade fiir die groBe
Strategieaufgabe gewinnen, die — in Standardform gebracht — mit ,, /-3D" endet.
So eine Rochade kann es aber nicht geben, da wir alle 14 optimalen Ldsungen
berechnet haben und keine von ihnen diese Form hat.

Also betrdgt der Durchmesser, bzw. Radius des Suchgraphen mindestens 14.

8 Ausblick

Bei dem Brainball handelt es sich um ein sehr junges Produkt. Seit Markteinfiihrung
im Friihjahr 1999 wurden ca. 100.000 Stiick vertrieben. Daher stellt diese Ar-
beit eine der ersten, wenn nicht die erste wissenschaftliche Auseinandersetzung
mit diesem Spiel dar. Daher ist es nicht verwunderlich, dass noch viele Fragen
unbeantwortet sind. Dazu z3hlt insbesondere die Frage nach dem Radius des
Suchgraphen.

AuBerdem ist es auch interessant, zu wissen, ob der Suchgraph hamiltonsch ist,
beziehungsweise, wie lang ein ein einfacher Kreis maximaler Lange ist. Je langer
dieser ist, desto tiefer kann eine unbeschrankte Teifensuche mit Zyklenerkennung
im Suchgraphen vordringen, bevor zum ersten mal ein Zyklus erkannt wird.
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Es ist im Ubrigen nicht ausgeschlossen, dass es ein effektives Verfahren gibt, das
— ohne den Lésungsraum zu durchsuchen — erlaubt, zu einer gegebenen Wirkung
eine Rochade optimaler Lange direkt zu konstruieren oder zumindest diese Lange
zu berechnen.

Zur weiteren Verfolgung dieser und dhnlicher Fragen ist moglicherweise eine Be-
trachtung mittels der Theorie endlicher Gruppen erfolgversprechender als der
bisher verfolgte graphentheoretische Ansatz.
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